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主成分分析

➢主成分分析(principal component analysis, PCA)

➢无监督学习方法

➢ PCA为正交变换

➢数据由可能存在相关性的变量表示【基(𝑒1, e2)，变量为

(𝑥1, 𝑥2)】，经过PCA转换成，由少数线性不相关变量来表示

➢这些线性无关的变量称为主成分

➢主成分的个数通常小于原始变量的个数，PCA属于降维方法

➢PCA用于发现数据表示中的基本结构，即数据表示中变量之

间的关系

➢找出线性意义上独立的变量表示（其实就是基）

➢【注意】

➢此处的数据矩阵代表数据（非变换）

➢PCA用于分析数据的主要信息分布方向

➢主要成分，主要信息量



1 总体主成分分析
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基本思想

➢对数据进行正交变换，原来由线性相关变量表示的数据，通过正交变换变成由若干

个线性无关的新变量表示的数据

➢新变量：可能的正交变换中，变量的方差的和（信息量）最大的

➢方差可用来表示在新变量上信息（量）的大小

➢PCA分解

➢将新变量依次称为第一主成分、第二主成分等

➢利用主成分近似地表示原始数据，可理解为发现数据的“基本结构”

➢把数据由少数主成分表示，可理解为对数据降维

基本想法
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直观解释 - 线性相关

➢考察数据（近似的）线性相关性，并通过变换减少这种相关的冗余性

➢数据由变量 (𝑥1, 𝑥2) 表示。变量𝑥1和𝑥2是线性相关的。知道其中一个变量 𝑥1取值时, 变量 𝑥2
的预测不是完全随机的

➢PCA通过正交变换到变量𝑦1和𝑦2表示。在新坐标系里, 数据中的变量𝑦1和𝑦2是线性无关，当

知道其中一个变量𝑦1的取值时, 对另一个变量𝑦2的预测是完全随机的; 反之亦然.

➢如数据不严格在一条线上

➢𝑦1和𝑦2相关性小（ 𝑦1, 𝑦2可以任意取值），前者𝑥1, 𝑥2相关性更大（ 𝑥1, 𝑥2近似满足线性关系，

和直线𝑦1的误差比较小）

➢用一个分量表示时， 𝑦1的误差别𝑥1/𝑥2小！
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红酒列表的PCA特性

➢寻找一些在所有红酒中很不相同的属性

（特性）。PCA寻找能尽可能体现红酒

差异的属性。

➢红点如何“散布”（称之为“方差”）的；

它们何时最大化？

➢寻找一些属性，这些属性允许预测或者

说“重建”原本的红酒特性。PCA寻找

能够尽可能好地重建原本特性的属性。

➢基于新特性（红点的位置）重建原本的两

个特性（蓝点的位置），连接红线的长度

重建误差

➢红线的长度总长度何时最小化？
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直观解释 – 主成分

➢首先，PCA选择方差和最大的方向 (第一主成分)作为新坐标系的第一坐标轴，𝑦1轴

➢之后，选择与第一坐标轴正交，且方差次之的方向(第二主成分)作为新坐标系的第

二坐标轴，即𝑦2轴

➢在新坐标系里，数据中的𝑦1分量和𝑦2分量线性无关

➢如果主成分分析只取第一主成分，即新坐标系的𝑦1轴，那么等价于将数据投影在长

轴上， 用这个主轴表示数据，将二维空间的数据压缩到一维空间中。

基本想法
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直观解释 – 方差和最大

➢两个变量𝑥1和𝑥2，三个样本点𝐴, 𝐵, 𝐶, 样本分布在由𝑥1和𝑥2轴组成的坐标系中。对坐

标系进行旋转变换，得到新的坐标轴𝑦1。样本点𝐴, 𝐵, 𝐶在𝑦1轴上投影为𝐴′, 𝐵′, 𝐶′。坐

标值的平方和𝑂𝐴′2 + 𝑂𝐵′2 + 𝑂𝐶′2表示样本在变量𝑦1上的方差和

➢PCA旨在选取正交变换中方差最大的变量作为第一主成分

➢根据勾股定理，坐标值的平方和𝑂𝐴′2 + 𝑂𝐵′2 + 𝑂𝐶′2最大等价于样本点到𝑦1轴的距离的平方

和𝐴𝐴′2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶′2最小【方差和最大等价于投影误差和最小】

➢等价地，主成分分析在旋转变换中选取离样本点的距离平方和最小的轴，作为第一主成分

基本想法



PCA分解

要点：变换后的数据方差是数据协方差矩阵的特征值
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主成分分析类别

➢在数据总体(population)上进行的主成分分析称为总体主成分分析

➢在有限样本上进行的主成分分析称为样本主成分分析

➢总体主成分分析是样本主成分分析的基础

➢【理论分析和样本数据分析】

定义和导出
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均值与方差

➢ 均值（mean）

标量： 𝜇 = 𝐸 𝑋

向量：假设𝑥 = 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑚
𝑇是𝑚维随机变量，均值向量

𝜇 = 𝐸 𝑋 = μ1, μ2, ⋯ , μ𝑚
T

➢ 方差（variance），偏离均值的程度

标量：𝑣𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝐸 𝑋
2
= E 𝑋2 − 𝐸[𝑋]2

向量：协方差矩阵(Covariance)，𝑚 ×𝑚对称矩阵

𝑐𝑜𝑣 𝑋, 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝐸[𝑋] 𝑋 − 𝐸[𝑋] T

【注】

➢ 协方差矩阵是对标量随机变量方差的一般化推广。

➢ 考察随机变量的不同分量/属性/变量之间的（协同）变化规律（偏离均值的变化），即描

述这些分量是同时变大变小（相关，包括正相关负相关）或者没有关系（不相关）

➢ 𝛴为对称矩阵，可以对角化

定义和导出
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协方差矩阵

协方差（Covariance）：衡量两个随机变量的偏离均值的联合变化情况（是否相同偏

离的性质）。𝑋与𝑌之间的协方差cov 𝑋, 𝑌

cov 𝑋, 𝑌 = 𝐸[(𝑋 − 𝐸[𝑋])(𝑌 − 𝐸[𝑌])]

= 𝐸[𝑋𝑌 − 𝐸 𝑋 𝑌 − 𝐸 𝑌 𝑋 + 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌]]

= 𝐸[𝑋𝑌] − 2𝐸[𝑌]𝐸[𝑋] + 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌]
= 𝐸[𝑋𝑌] − 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌]

➢ 直观上，协方差表示两个随机变量不同分量/属性之间，偏离均值的变化规律

➢ 如两个分量的偏离变化趋势一致，即，如一变量大于期望时另一变量也大于期望，那么协

方差分量为正，反之亦然

➢ 如𝑋与Y统计独立， E[𝑋𝑌] = 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌]，那么二者之间的协方差为0。反过来并不成立

➢ 协方差为0的两个随机变量称为是不相关的

定义和导出
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协方差矩阵
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线性变换后的均值和方差

由𝑚维随机变量𝑥到𝑚维随机变量𝑦 = 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚
𝑇的线性变换

𝑦𝑖 = 𝛼𝑖
𝑇𝑥 = 𝛼1𝑖𝑥1 + 𝛼2𝑖𝑥2 +⋯+ 𝛼𝑚𝑖𝑥𝑚

𝑦为新坐标系下表达，𝑦𝑖为分量/成分， 𝛼𝑖
𝑇 = 𝛼1𝑖 , 𝛼2𝑖 , ⋯ , 𝛼𝑚𝑖 , 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚，于是

𝐸 𝑦𝑖 = 𝛼𝑖
𝑇𝜇, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚

【注】𝐸 𝑦𝑖 = 𝐸 𝛼𝑖
𝑇𝑥 = 𝛼𝑖

𝑇𝐸 𝑥 = 𝛼𝑖
𝑇𝜇

𝑣𝑎𝑟 𝑦𝑖 = 𝛼𝑖
𝑇𝛴𝛼𝑖 , 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚

【注】 𝑣𝑎𝑟 𝑦𝑖 = 𝐸 𝑦𝑖 − 𝐸 𝑦𝑖 𝑦𝑖 − 𝐸 𝑦𝑖
𝑇

= 𝐸 𝛼𝑖
𝑇𝑥 − 𝛼𝑖

𝑇𝜇 𝛼𝑖
𝑇𝑥 − 𝛼𝑖

𝑇𝜇
𝑇

= 𝛼𝑖
𝑇𝐸 𝑥 − 𝜇 𝑥 − 𝜇 𝑇 𝛼𝑖 =

𝛼𝑖
𝑇𝛴𝛼𝑖，𝑣𝑎𝑟 𝑦 = M = A𝑇𝛴A，A为正交变换矩阵（ A𝑇 = A−1 ）。因此，变换前后的M和𝛴相似（ M = A−1𝛴A ）

𝑐𝑜𝑣 𝑦𝑖 , 𝑦𝑗 = 𝛼𝑖
𝑇𝛴𝛼𝑗 , 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚; 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚

【注】𝑐𝑜𝑣 𝑦𝑖 , 𝑦𝑗 = 𝐸 𝑦𝑖 − 𝐸 𝑦𝑖 𝑦𝑗 − 𝐸 𝑦𝑗
𝑇

= 𝐸 𝛼𝑖
𝑇𝑥 − 𝛼𝑖

𝑇𝜇 𝛼𝑗
𝑇𝑥 − 𝛼𝑗

𝑇𝜇
𝑇

= 𝛼𝑖
𝑇𝐸[

]

𝑥 − 𝜇 (

)

𝑥 −

𝜇 𝑇 𝛼𝑗 = 𝛼𝑖
𝑇𝛴𝛼𝑗

定义和导出
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总体主成分

给定线性变换 𝑦𝑖 = α𝑖
T𝑥 = α1𝑖𝑥1 + α2𝑖𝑥2 +⋯+ α𝑚𝑖𝑥𝑚，如果它们满足下列条件：

1) 系数向量α𝑖
T是单位向量，即α𝑖

Tα𝑖 = 1, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚;

2) 变量𝑦𝑖与𝑦𝑗互不相关，即𝑐𝑜𝑣 𝑦𝑖 , 𝑦𝑗 = 0 𝑖 ≠ 𝑗

3) 变量𝑦1是𝑥的所有线性变换中方差最大； 𝑦2是与𝑦1不相关的，𝑥的所有线性变换中方差最大…

这时分别称𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚为𝑥的笫一主成分、…、笫𝑚主成分

条件1)表明线性变换是正交变换，α1, α2, ⋯ , α𝑚是其一组标准正交基

𝛼𝑖
T𝛼𝑗 = ቊ

1, 𝑖 = 𝑗
0, 𝑖 ≠ 𝑗

条件2)3)给出了一个求主成分的方法：

➢ 在𝑥的所有线性变换α1
T𝑥 = σ𝑖=1

𝑚 α𝑖1𝑥𝑖 中，在α1
Tα1 = 1条件下，求方差最大的，得到𝑥的第一主成分

➢ 在x的所有与α1
T𝑥不相关的线性变换α2

T𝑥 = σ𝑖=1
𝑚 α𝑖2𝑥𝑖 中，在α2

Tα2 = 1条件下，求方差最大的，得到𝑥的

第二主成分
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主要性质

【定理16.1】设𝒙是𝑚维随机变量，𝛴是𝒙的协方差矩阵，𝛴的特征值分别是𝜆1 ⩾ 𝜆2 ⩾

⋯ ⩾ 𝜆𝑚 ⩾ 0，特征值对应的单位特征向量分别是𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑚则𝒙的笫𝑘主成分是

𝑦𝑘 = 𝛼𝑘
T𝒙 = 𝛼1𝑘𝑥1 + 𝛼2𝑘𝑥2 +⋯+ 𝛼𝑚𝑘𝑥𝑚, 𝑘 = 1,2,⋯ ,𝑚

𝒙的笫𝑘主成分的方差是

var 𝑦𝑘 = 𝛼𝑘
TΣ𝛼𝑘 = 𝜆𝑘 , 𝑘 = 1,2,⋯ ,𝑚

即协方差矩阵𝛴的笫𝑘个特征值

主要性质
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主要性质

𝑦𝑘 = 𝛼𝑘
T𝒙 = 𝛼1𝑘𝑥1 + 𝛼2𝑘𝑥2 +⋯+ 𝛼𝑚𝑘𝑥𝑚, 𝑘 = 1,2,⋯ ,𝑚

var 𝑦𝑘 = 𝛼𝑘
TΣ𝛼𝑘 = 𝜆𝑘 , 𝑘 = 1,2,⋯ ,𝑚

➢ PCA寻找最大方差方向

➢ 线性变换下的方差，为Σ相关函数（ var 𝛼1
T𝒙 = 𝛼1

TΣ𝛼1 ）（也意味着找不相关方向分量）。

Σ蕴含了数据不同分量之间的相关性信息。

➢ Σ如果代表变换，其特征向量（可能）包含了变换的本质特征（因为变换描述了数据的分

布信息）。

➢ 数据矩阵不包含变换信息，因此其特征值等不包含数据本身的信息。

➢ 正交变换的协方差矩阵彼此相似（ 𝑣𝑎𝑟 𝑦 = M = A𝑇𝛴A），特征值和对应特征向

量相等

➢ 那么，存在正交矩阵A，使得变换后的协方差矩阵M就是原来坐标系协方差矩阵𝛴的对角化

矩阵（对角线由特征值构成）， 此时， A就是主成分分析的变换矩阵。

主要性质
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证明

在所有线性变换α1
T𝑥 = σ𝑖=1

𝑚 α𝑖1𝑥𝑖 中，α1
Tα1 = 1条件下，使方差达到最大

var 𝛼1
T𝒙 = 𝛼1

TΣ𝛼1

求第一主成分为求解约束最优化问题

𝑚𝑎𝑥
𝛼1

𝛼1
TΣ𝛼1

s.t. 𝛼1
T𝛼1 = 1

定义拉格朗日函数： 𝛼1
TΣ𝛼1 − 𝜆 𝛼1

T𝛼1 − 1 ，𝜆是拉格朗日乘子。对𝛼1求导，并令其为0

𝛴𝛼1 − 𝜆𝛼1 = 0

𝛴𝛼1 = 𝜆𝛼1

即𝜆是Σ的特征值，𝛼1是对应的单位特征向量。

于是，目标函数𝛼1
TΣ𝛼1 = 𝛼1

T𝜆𝛼1 = 𝜆𝛼1
T𝛼1 = 𝜆，假设𝛼1是Σ的最大特征值𝜆1对应的单位特征

向量，显然𝛼1与𝜆1是最优化问题的解

var 𝛼1
T𝒙 = 𝛼1

TΣ𝛼1 = 𝜆1

主要性质
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第二主成分

第二主成分𝛼2是在𝛼2
T𝛼2 = 1且𝛼2

T𝒙与𝛼1
T𝒙不相关【cov 𝛼1

T𝒙, 𝛼2
T𝒙 = 0】，𝒙的所有线性变换中使

方差最大

var 𝛼2
T𝒙 = 𝛼2

TΣ𝛼2

求第二主成分为求解约束最优化问题

max
𝛼2

𝛼2
TΣ𝛼2

s.t. 𝛼1
TΣ𝛼2 = 0, 𝛼2

TΣ𝛼1 = 0

𝛼2
T𝛼2 = 1

注意到 𝛼1
TΣ𝛼2 = 𝛼2

TΣ𝛼1 = 𝛼2
T𝜆1𝛼1 = 𝜆1𝛼2

T𝛼1 = 𝜆1𝛼1
T 𝛼2，所以 𝛼1

T𝛼2 = 0, 𝛼2
T𝛼1 = 0

定义拉格朗日函数𝛼2
TΣ𝛼2 − 𝜆 𝛼2

T𝛼2 − 1 − 𝜙𝛼2
T𝛼1，其中𝜆, 𝜙是拉格朗日乘子。对𝛼2求导，令为0

2Σ𝛼2 − 2𝜆𝛼2 − 𝜙𝛼1 = 0 ⇒ Σ𝛼2 − 𝜆𝛼2 = 0

【将方程左乘以𝛼1
T，2𝛼1

TΣ𝛼2 − 2𝜆𝛼1
T𝛼2 − 𝜙𝛼1

T𝛼1 = 0，前两项为0, 且𝛼1
T𝛼1 = 1, 导出𝜙 = 0】

设𝛼2是Σ的第二大特征值𝜆2对应的单位特征向量，𝛼2与𝜆2是以上最优化问题的解。推广到第𝑚主
成分

主要性质



性质
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推论 16.1

𝑚 维随机变量 𝑦 = 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚
T 的分量依次是 𝑥 的第一主成分到第 𝑚 主成分的充

要条件:

(1) 𝒚 = 𝐴T𝒙，𝐴为正交矩阵

𝐴 =

𝛼11 𝛼12 ⋯ 𝛼1𝑚
𝛼21 𝛼22 ⋯ 𝛼2𝑚
⋮ ⋮ ⋮

𝛼𝑚1 𝛼𝑚2 ⋯ 𝛼𝑚𝑚

(2) 𝒚的协方差矩阵为对角矩阵

cov(𝒚) = diag 𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑚
𝜆1 ⩾ 𝜆2 ⩾ ⋯ ⩾ 𝜆𝑚

主要性质
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推论 16.1

其中 𝜆𝑘 是 Σ 的第 𝑘 个特征值， 𝛼𝑘是对应的单位特征向量, 𝑘 = 1,2,⋯ ,𝑚 。即

Σ𝛼𝑘 = 𝜆𝑘𝛼𝑘 , 𝑘 = 1,2,⋯ ,𝑚

用矩阵表示即为Σ𝐴 = 𝐴Λ，这里 𝐴 = 𝛼𝑖𝑗 𝑚×𝑚
, Λ是对角矩阵，其第 𝑘 个对角元素是

𝜆𝑘∘
𝐴 = 𝛼1, 𝛼2, …𝛼𝑚

Σ𝐴 = Σ 𝛼1, 𝛼2, … 𝛼𝑚 = 𝜆1𝛼1, 𝜆2𝛼2, … 𝜆𝑚𝛼𝑚 = 𝛼1, 𝛼2, …𝛼𝑚

𝜆1 0 ⋯ 0
0 𝜆2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 𝜆𝑚

= 𝐴Λ

因为 𝐴 是正交矩阵，即 𝐴T𝐴 = 𝐴𝐴T = 𝐼, 于是，上式两端左乘/右乘𝐴T，可推出

𝐴TΣ𝐴 = Λ

Σ = 𝐴Λ𝐴T

描述了协方差矩阵对角化属性

主要性质
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总体主成分的性质

1)总体主成分 𝒚 的协方差矩阵是对角矩阵

cov 𝒚 = Λ = diag 𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑚

2)总体主成分 𝒚 的方差之和等于随机变量 𝒙 的方差之和，即


𝑖=1

𝑚

𝜆𝑖 =
𝑖=1

𝑚

𝜎𝑖𝑖

其中 𝜎𝑖𝑖 是随机变量 𝑥𝑖 的方差，即协方差矩阵 Σ 的对角元素。

【注】事实上，利用式 Σ = 𝐴Λ𝐴T及矩阵的迹 (trace) 的性质，可知


𝑖=1

𝑚

var 𝑥𝑖 = tr ΣT = tr 𝐴Λ𝐴T = tr 𝐴TΛ𝐴

= tr Λ =
𝑖=1

𝑚

𝜆𝑖 =
𝑖=1

𝑚

var 𝑦𝑖

此处主要利用了，正交矩阵的性质，变换保持长度

主要性质
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总体主成分的性质

3)第 𝑘 个主成分 𝑦𝑘 与变量 𝑥𝑖【 𝑥𝑖 = 𝑒𝑖
T𝒙，原始坐标系下的变量】 的相关系数

𝜌 𝑦𝑘 , 𝑥𝑖 称为因子负荷量 (factor loading ) , 它表示第 𝑘 个主成分 𝑦𝑘 与变量 𝑥𝑖 的相关

关系。计算公式是

𝜌 𝑦𝑘 , 𝑥𝑖 =
𝜆𝑘𝛼𝑖𝑘
𝜎𝑖𝑖

, 𝑘, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚

【注】因为

𝜌 𝑦𝑘 , 𝑥𝑖 =
cov 𝑦𝑘 , 𝑥𝑖

var 𝑦𝑘 var 𝑥𝑖
=
cov 𝛼𝑘

T𝒙, 𝑒𝑖
T𝒙

𝜆𝑘 𝜎𝑖𝑖

其中𝑒𝑖为基本单位向量，其第𝑖个分量为1其余为0。再由协方差的性质

cov 𝛼𝑘
T𝒙, 𝑒𝑖

T𝒙 = 𝛼𝑘
TΣ𝑒𝑖 = 𝑒𝑖

TΣ𝛼𝑘 = 𝜆𝑘𝑒𝑖
T𝛼𝑘 = 𝜆𝑘𝛼𝑖𝑘

主要性质
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总体主成分的性质

4) 第 𝑘 个主成分 𝑦𝑘 与 𝑚 个变量的因子负荷量满足


𝑖=1

𝑚

𝜎𝑖𝑖𝜌
2 𝑦𝑘 , 𝑥𝑖 = 𝜆𝑘

由属性3)有


𝑖=1

𝑚

𝜎𝑖𝑖𝜌
2 𝑦𝑘 , 𝑥𝑖 =

𝑖=1

𝑚

𝜆𝑘𝛼𝑖𝑘
2 = 𝜆𝑘𝛼𝑘

T𝛼𝑘 = 𝜆𝑘

5)𝑚 个主成分与第 𝑖 个变量 𝑥𝑖 的因子负荷量满足


𝑘=1

𝑚

𝜌2 𝑦𝑘 , 𝑥𝑖 = 1

【由于 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚 互不相关，故

𝜌2 𝑥𝑖 , 𝑦1, 𝑦2,⋯ , 𝑦𝑚 =
𝑘=1

𝑚

𝜌2 𝑦𝑘 , 𝑥𝑖

又𝑥𝑖可以表为𝑦1, 𝑦2,⋯ , 𝑦𝑚的线性组合, 故𝑥𝑖与𝑦1, 𝑦2,⋯ , 𝑦𝑚的相关系数的平方为1,即𝜌2 𝑥𝑖 , 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚 = 1】

主要性质
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主成分的个数

【定理16.2】对任意正整数𝑞, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑚, 考虑正交线性变换

𝒚 = 𝐵T𝒙

其中𝑦是𝑞维向量， 𝐵T是𝑞 ×𝑚矩阵，令𝑦的协方差矩阵为

Σ𝒚 = 𝐵TΣ𝐵

则Σ𝒚的迹tr Σ𝒚 在𝐵 = 𝐴𝑞时取得最大值，其中矩阵𝐴𝑞由正交矩阵𝐴的前𝑞列组成

【注】当𝑥的线性变换𝒚在𝐵 = 𝐴𝑞时，其协方差矩阵Σ𝑦的迹tr Σ𝒚 取得最大值，即：当取𝐴的前𝑞列取𝒙的前𝑞个主成分时，能够最

大限度地保留原有变量方差的信息。

【定理16.3】 考虑正交变换

𝒚 = 𝐵T𝒙

其中𝐵T是 𝑝 × 𝑚 矩阵, 𝐴和Σ𝒚的定义见定理16.2，则 tr Σ𝒚 在𝐵 = 𝐴𝑝时取得最小值，

其中矩阵𝐴𝑝由𝐴的后𝑝列组成。

【注】当舍弃𝐴的后𝑝列，即舍弃变量𝑥的后𝑝个主成分时，原有变量的方差的信息损失最少。

主成分的个数
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主成分的个数

【定义16.2】第𝑘主成分𝑦𝑘的方差贡献率𝜂𝑘定义为𝑦𝑘的方差与所有方差之和的比

𝜂𝑘 =
𝜆𝑘

σ𝑖=1
𝑚 𝜆𝑖

𝑘个主成分𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑘的累计方差贡献率定义为𝑘个方差之和与所有方差之和的比


𝑖=1

𝑘

𝜂𝑖 =
σ𝑖=1
𝑘 𝜆𝑖

σ𝑖=1
𝑚 𝜆𝑖

累计方差贡献率反映了主成分保留信息的比例，但它不能反映对某个原有变量𝑥𝑖保留

信息的比例

【定义𝟏𝟔. 𝟑】 主成分对原变量𝑥𝑖的贡献率𝜈𝑖定义为𝑥𝑖与 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑘 的相关系数的平方

𝜈𝑖 = 𝜌2 𝑥𝑖 , 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑘 = 
𝑗=1

𝑘

𝜌2 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 =
𝑗=1

𝑘 𝜆𝑗𝛼𝑖𝑗
2

𝜎𝑖𝑖

𝑥𝑖对𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑘都有贡献

主成分的个数
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规范化变量的总体主成分

在实际问题中，不同变量可能有不同的量纲，直接求主成分可能产生不合理的结果。为了消除这个影响，常常对

各个随机变量实施规范化，使其均值为0，方差为1。

【规范化(归一化)】设𝒙 = 𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑚
T为𝑚维随机变量，𝑥𝑖为第𝑖个随机变量，𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚，令

𝑥𝑖
∗ =

𝑥𝑖 − 𝐸 𝑥𝑖

var 𝑥𝑖
, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚

其中𝐸 𝑥𝑖 , var 𝑥𝑖 分别是随机变量𝑥𝑖的均值和方差，这时𝑥𝑖
∗就是𝑥𝑖的规范化随机变量

规范化随机变量的协方差矩阵就是相关矩阵𝑅∘

规范化变量的总体主成分
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规范化变量的总体主成分

1)规范化变量主成分的协方差矩阵是

Λ∗ = diag 𝜆1
∗ , 𝜆2

∗ , ⋯ , 𝜆𝑚
∗

其中𝜆1
∗ ⩾ 𝜆2

∗ ⩾ ⋯ ⩾ 𝜆𝑚
∗ ⩾ 0为相关矩阵𝑅的特征值。

2)协方差矩阵的特征值之和为𝑚


𝑘=1

𝑚

𝜆𝑘
∗ = 𝑚

3)规范化随机变量𝑥𝑖
∗与主成分𝑦𝑘

∗的相关系数(因子负荷量)为

𝜌 𝑦𝑘
∗ , 𝑥𝑖

∗ = 𝜆𝑘
∗ 𝑒𝑖𝑘

∗ , 𝑘, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚

其中𝑒𝑘
∗ = 𝑒1𝑘

∗ , 𝑒2𝑘
∗ , ⋯ , 𝑒𝑚𝑘

∗ T为矩阵𝑅对应于特征值𝜆𝑘
∗的单位特征向量。

规范化变量的总体主成分
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规范化变量的总体主成分

4)所有规范化随机变量𝑥𝑖
∗与主成分𝑦𝑘

∗的相关系数的平方和等于𝜆𝑘
∗


𝑖=1

𝑚

𝑥𝑖
∗ =

𝑖=1

𝑚

𝜆𝑘
∗ 𝑒𝑖𝑘

∗2 = 𝜆𝑘
∗ , 𝑘 = 1,2,⋯ ,𝑚

5)规范化随机变量𝑥𝑖
∗与所有主成分𝑦𝑘

∗的相关系数的平方和等于1


𝑘=1

𝑚

𝜌2 𝑦𝑘
∗ , 𝑥𝑖

∗ =
𝑘=1

𝑚

𝜆𝑘
∗ 𝑒𝑖𝑘

∗2 = 1, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚

规范化变量的总体主成分
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自相关矩阵

自相关矩阵、自协方差矩阵、互相关矩阵以及互协方差矩阵都是描述随机变量分布情

况的工具

列向量𝑥 ∈ 𝐶𝑚×1和𝑦 ∈ 𝐶𝑛×1的外积(得到一个𝑚 × 𝑛的矩阵): 

𝑥∘𝑦 = 𝑥𝑦𝑇

自相关矩阵定义𝑅𝑥为随机向量𝑥与自身的外积的数学期望:

𝑅𝑥 ⇒
def

𝐸 𝑥(𝜔)𝑥𝑇(𝜔) =

𝑟11 ⋯ 𝑟1𝑚
⋮ ⋱ ⋮

𝑟𝑚1 ⋯ 𝑟𝑚𝑚

其中，𝑟𝑖𝑖是随机变量𝑥𝑖(𝜔)的自相关系数，下标𝑖 = 1,… ,𝑚，𝑟𝑖𝑖 = 𝐸 𝑥𝑖(𝜔)
2

𝑟𝑖𝑗是𝑥𝑖(𝜔)和𝑥𝑗(𝜔)的互相关系数，𝑟𝑖𝑗 = 𝐸 𝑥𝑖(𝜔)𝑥𝑗(𝜔)
𝑇

规范化变量的总体主成分



2 样本主成分分析
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样本主成分分析

➢总体主成分分析，定义在样本总体上

➢实际问题中，需要在观测数据上进行主成分分析，样本主成分分析

➢样本主成分和总体主成分具有相同的性质

样本主成分的定义和性质样本主成分分析
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样本主成分的定义 - 𝑥

𝑚维随机变量𝑥 = 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑚
T进行𝑛次独立观测，𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑛观测样本，其中𝒙𝑗 =

𝑥1𝑗 , ⋯ , 𝑥𝑚𝑗
T
为第𝑗个观测样本，𝑥𝑖𝑗为第𝑗个观测样本的第𝑖个变量/分量，𝑗 = 1,⋯ , 𝑛

➢ 样本矩阵：𝑋 = 𝒙1 𝒙2 ⋯ 𝒙𝑛 =

𝑥11 𝑥12 ⋯ 𝑥1𝑛
𝑥21 𝑥22 ⋯ 𝑥2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑚1 𝑥𝑚2 ⋯ 𝑥𝑚𝑛

➢ 样本均值向量： ᪄𝑥 =
1

𝑛
σ𝑗=1
𝑛 𝒙𝑗，样本协方差矩阵：𝑆 = 𝑠𝑖𝑗 𝑚×𝑚

➢ 其中𝑠𝑖𝑗 =
1

𝑛−1
σ𝑘=1
𝑛 𝑥𝑖𝑘 − ᪄𝑥𝑖 𝑥𝑗𝑘 − ᪄𝑥𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚

➢ 其中 ᪄𝑥𝑖 =
1

𝑛
σ𝑘=1
𝑛 𝑥𝑖𝑘为第𝑖个变量/分量的样本均值

➢ 样本相关矩阵：𝑅 = 𝑟𝑖𝑗 𝑚×𝑚
, 𝑟𝑖𝑗 =

𝑠𝑖𝑗

𝑠𝑖𝑖𝑠𝑗𝑗
, 𝑖, 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚

样本主成分的定义和性质
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样本主成分的定义 – 𝒚

定义𝑚维向量𝑥 = 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑚
T到𝑚维向量𝒚 = 𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚

T的线性变换

𝒚 = 𝐴T𝒙

其中𝐴 = 𝑎1 𝑎2 ⋯ 𝑎𝑚 =

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑚
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑚
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑚

，

𝑎𝑖 = 𝑎1𝑖 , 𝑎2𝑖 , ⋯ , 𝑎𝑚𝑖
T, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚

考虑任意一个线性变换

𝒚𝑖 = 𝑎𝑖
T𝒙 = 𝑎1𝑖𝒙1 + 𝑎2𝑖𝒙2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑖𝒙𝑚, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚

其中𝑦𝑖是𝑚维向量𝑦的第𝑖个变量

相应于容量为𝑛的样本𝒙1, 𝒙2, ⋯ , 𝒙𝑛， 𝑦𝑖的样本均值 ᪄𝑦𝑖

᪄𝑦𝑖 =
1

𝑛


𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖
T𝒙𝑗 = 𝑎𝑖

Tഥ𝒙

其中 ᪄𝑥是随机向量𝑥的样本均值ഥ𝒙 =
1

𝑛
σ𝑗=1
𝑛 𝒙𝑗

样本主成分的定义和性质
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样本主成分的定义 – 𝒚

相应于容量为𝑛的样本𝒙1, 𝒙2, ⋯ , 𝒙𝑛， 𝑦𝑖的样本均值 ᪄𝑦𝑖

᪄𝑦𝑖 =
1

𝑛


𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖
T𝒙𝑗 = 𝑎𝑖

Tഥ𝒙

其中𝑥 ᪄是随机向量𝑥的样本均值ഥ𝒙 =
1

𝑛
σ𝑗=1
𝑛 𝒙𝑗

𝑦𝑖的样本方差var 𝑦𝑖 为

var 𝑦𝑖 =
1

𝑛 − 1


𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖
T𝒙𝑗 − 𝑎𝑖

Tഥ𝒙
2
= 𝑎𝑖

T 1

𝑛 − 1


𝑗=1

𝑛

𝒙𝑗 − ഥ𝒙 𝒙𝑗 − ഥ𝒙
T

𝑎𝑖 = 𝑎𝑖
T𝑆𝑎𝑖

变换𝑦𝑖 = 𝛼𝑖
T𝒙，𝑦𝑘 = 𝛼𝑘

T𝒙，相应于容量为𝑛的样本𝒙1, 𝒙2, ⋯ , 𝒙𝑛，𝑦𝑖 , 𝑦𝑘的样本协方差为

cov 𝑦𝑖 , 𝑦𝑘 = 𝑎𝑖
T𝑆𝑎𝑘

样本主成分的定义和性质
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样本主成分的定义

【定义16.4】(样本主成分)给定样本矩阵𝑿

样本第一主成分𝑦1 = 𝑎1
T𝒙在𝑎1

T𝑎1 = 1时，使得𝑎1
T𝒙𝑗(𝑗 = 1,⋯ , 𝑛)的样本方差𝑎1

T𝑆𝑎1最大的𝒙的线性变换；

样本第二主成分𝑦2 = 𝑎2
T𝒙是在𝑎2

T𝑎2 = 1和𝑎2
T𝒙𝑗与𝑎1

T𝒙𝑗(𝑗 = 1,⋯ , 𝑛)的样本协方差𝑎1
T𝑆𝑎2 = 0条件下，使

得𝑎2
T𝒙𝑗(𝑗 = 1,⋯ , 𝑛)的样本方差𝑎2

T𝑆𝑎2最大的𝑥的线性变换;

一般地，样本第𝑖主成分𝑦𝑖 = 𝑎𝑖
T𝑥是在𝑎𝑖

T𝑎𝑖 = 1和𝑎𝑖
T𝒙𝑗与𝑎𝑘

T𝒙𝑗(𝑘 < 𝑖, 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛)的样本协方差𝑎𝑘
T𝑆𝑎𝑖 =

0条件下，使得𝑎𝑖
T𝒙𝑗(𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛)的样本方差𝑎𝑖

T𝑆𝑎𝑖最大的𝒙的线性变换。

在使用样本主成分时，一般对样本矩阵作规范化变换:

𝑥𝑖𝑗
∗ =

𝑥𝑖𝑗 − ᪄𝑥𝑖

𝑠𝑖𝑖
, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚; 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛

将规范化变量𝑥𝑖𝑗
∗ 仍记作𝑥𝑖𝑗 ,规范化的样本矩阵仍记作𝑋∘样本协方差矩阵𝑆就是样本相关矩阵

𝑅 =
1

𝑛 − 1
𝑋𝑋T

样本协方差矩阵𝑆是总体协方差矩阵Σ的无偏估计，样本相关矩阵𝑅是总体相关矩阵的无偏估计，𝑆的特

征值和特征向量是Σ的特征值和特征向量的极大似然估计

样本主成分的定义和性质
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相关矩阵的特征值分解算法

➢主成分分析

➢传统，通过数据的协方差矩阵或相关矩阵的特征值分解进行

➢现在常用方法，通过数据矩阵的奇异值分解进行

➢给定样本矩阵 𝑋, 利用数据的样本协方差矩阵或者样本相关矩阵的特征值分解进行主

成分分析

相关矩阵的特征值分解算法
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相关矩阵的特征值分解算法

➢1)对观测数据进行规范化处理，得到规范化数据矩阵，仍以 𝑋 表示。

➢2)依据规范化数据矩阵，计算样本相关矩阵

𝑅 = 𝑟𝑖𝑗 𝑚×𝑚
=

1

𝑛−1
𝑋𝑋T，其中𝑟𝑖𝑗 =

1

𝑛−1
σ𝑙=1
𝑛 𝑥𝑖𝑙𝑥𝑙𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚

➢3)求样本相关矩阵 𝑅 的 𝑘 个特征值和对应的 𝑘 个单位特征向量。

➢求解 𝑅 的特征方程|𝑅 − 𝜆𝐼| = 0，得 𝑅 的 𝑚 个特征值

𝜆1 ⩾ 𝜆2 ⩾ ⋯ ⩾ 𝜆𝑚

➢求方差贡献率 σ𝑖=1
𝑘 𝜂𝑖 达到预定值的主成分个数 𝑘∘ 求前 𝑘 个特征值对应的单位特征向量

𝑎𝑖 = 𝑎1𝑖 , 𝑎2𝑖 , ⋯ , 𝑎𝑚𝑖
T, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑘

➢4) 求 𝑘 个样本主成分。以 𝑘 个单位特征向量为系数进行线性变换，求出样本主成分

𝑦𝑖 = 𝑎𝑖
T𝒙, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑘

相关矩阵的特征值分解算法
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相关矩阵的特征值分解算法

➢5 ) 计算𝑘个主成分𝑦𝑗与原变量𝑥𝑖的相关系数𝜌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 以及𝑘个主成分对原变量𝑥𝑖的贡

献率𝜈𝑖

➢6) 计算𝑛个样本的𝑘个主成分值。将规范化样本数据代入𝑘个主成分式, 得到𝑛个样本

的主成分值。第𝑗个样本𝒙𝑗 = 𝑥1𝑗, 𝑥2𝑗 , ⋯ , 𝑥𝑚𝑗
T
的第𝑖主成分值是：

➢𝑦𝑖𝑗 = 𝑎1𝑖 , 𝑎2𝑖 , ⋯ , 𝑎𝑚𝑖 𝑥1𝑗, 𝑥2𝑗 , ⋯ , 𝑥𝑚𝑗
T
= σ𝑙=1

𝑚 𝑎𝑙𝑖𝑥𝑙𝑗 , 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚, 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛

相关矩阵的特征值分解算法
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数据矩阵的奇异值分解算法

对于𝑚 × 𝑛实矩阵𝐴，设其秩为𝑟, 0 < 𝑘 < 𝑟，则可以将矩阵𝐴进行截断奇异值分解

𝐴 ≈ 𝑈𝑘Σ𝑘𝑉𝑘
T

式中𝑈𝑘是𝑚× 𝑘矩阵，𝑉𝑘是𝑛 × 𝑘矩阵，Σ𝑘是𝑘阶对角矩阵；𝐴的完全奇异值分解的矩阵

𝑈, 𝑉, Σ。𝑈𝑘 , 𝑉𝑘分别由取𝑈, 𝑉的前𝑘列，Σ𝑘取Σ的前𝑘个对角线元素得到。

定义一个新的 𝑛 ×𝑚 矩阵 𝑋′ =
1

𝑛−1
𝑋T，𝑋′ 的每一列均值为零。则

𝑋′T𝑋′ =
1

𝑛 − 1
𝑋T

T
1

𝑛 − 1
𝑋T =

1

𝑛 − 1
𝑋𝑋T

即 𝑋′T𝑋′ 等于 𝑋 的协方差矩阵𝑆𝑋 = 𝑋′𝐓𝑋′

主成分分析归结于求协方差矩阵 𝑆𝑋 的特征值和对应的单位特征向量，所以问题转化为求矩

阵 𝑋′T𝑋′ 的特征值和对应的单位特征向量。

假设𝑋′的截断奇异值分解为 𝑋′ = 𝑈Σ𝑉T,那么𝑉的列向量就是𝑆𝑋 = 𝑋′T𝑋′的单位特征向量。

因此，𝑉的列向量就是𝑋的主成分。

数据矩阵的奇异值分解算法
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主成分分析算法

➢【算法 16.1(主成分分析算法)】

➢输入: 𝑚 × 𝑛 样本矩阵 𝑋, 其每一行元素的均值为零; 

➢输出: 𝑘 × 𝑛 样本主成分矩阵 𝑌∘

➢参数: 主成分个数 𝑘

➢ (1) 构造新的 𝑛 ×𝑚 矩阵

➢𝑋′ =
1

𝑛−1
𝑋T

➢𝑋′ 每一列的均值为零。

➢ (2)对矩阵 𝑋′ 进行截断奇异值分解，得到

➢𝑋′ = 𝑈Σ𝑉T

数据矩阵的奇异值分解算法
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